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Der ISO-GUM erhilt Verstarkung

Der «Guide to the Expression of Uncertainty in Measurement» (ISO-GUM bzw. GUM, [1]) ist die mass-
gebende Referenz fiir die Bestimmung der Messunsicherheit. Eine Expertengruppe des Internationalen
Biiros fiir Mass und Gewicht (BIPM) in Paris widmet sich der Verbreitung und dem Unterhalt des ISO-
GUM und arbeitet an einer Reihe von Ergidnzungsdokumenten. GUM-Supplement 1, vor kurzem veréf-
fentlicht, befasst sich mit der numerischen Fortpflanzung von Verteilungen mittels Monte-Carlo-Methode
[2]. GUM-Supplement 2, das sich im fortgeschrittenen Entwicklungsstadium befindet, widmet sich der Be-
handlung mehrdimensionaler Messgrossen [3]. In diesem Beitrag werden beide Themen ndher erliutert.

MARKUS ZEIER

Bereits in den frithen Siebzigerjahren des letzten Jahrhun-
derts erkannte das Internationale Komitee fiir Mass und
Gewicht (CIPM), dass eine einheitliche Methode bei der
Bewertung der Messunsicherheit fehlte. Es dauerte dann
allerdings bis 1986, bis eine Arbeitsgruppe der I1SO ihre
Tatigkeit an einem entsprechenden Dokument aufnahm.
Sieben Jahre spéater hatte der ISO-GUM seine Geburtsstunde.
Die revidierte Fassung aus dem Jahre 1995 [1] ist heute noch
verbindlich, und der dadurch definierte Standard (Kasten 1)
wird durch eine stattliche Anzahl internationaler Organi-
sationen getragen. Der ISO-GUM bildet die Grundlage
fiir die Bestimmung der Messunsicherheit nach metrolo-
gischen Grundsitzen.

Erganzungsdokumente zum 1SO-GUM

1997 wurde am BIPM das Joint Comittee for Guides in Met-
rology (JCGM) gebildet. Eine der Arbeitsgruppen des JCGM
tibernahm den ISO-GUM und kiimmerte sich fortan um Un-
terhalt, Verbreitung und Weiterentwicklung des Dokuments.
Dabei wurde eine Reihe von Erganzungsdokumenten in die
Planung aufgenommen. Zwei dieser Dokumente sind als Ein-
fiihrung in den 1ISO-GUM und zur Beschreibung der statisti-
schen Prinzipien und Grundlagen gedacht und nehmen da-
mit eine eher unterstiitzende Funktion ein. Die weiteren fiinf
Dokumente, drei davon als so genannte GUM-Supplemente,
beschiftigen sich mit spezifischen Themen, die im ISO-GUM
nicht, oder nur sehr eingeschrankt, behandelt werden:

+ Supplement 1 (GUM-S1): Numerische Fortpflanzung
der Messunsicherheit mittels Monte-Carlo-Methode;

« Supplement 2 (GUM-S2): Mehrdimensionale
Messgréssen;

« Supplement 3: Modellierung;

« Zwei weitere Dokumente tiber Konformitatsbewertung
und die Anwendung der «Least-Squares»-Methode.

GUM-S1 [2] wurde nach einem aufwindigen Reviewprozess
vor kurzem veréffentlicht. GUM-S2 [3] befindet sich in einem
fortgeschrittenen Stadium der Entwicklung, wird aber wohl
kaum vor 2010 erscheinen. Beide Dokumente beschiftigen
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Modellierung des Messvorgangs nach ISO-GUM
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Zentrales Element der Methode ISO-GUM ist die Model-
lierung des Messvorgangs. Das Messmodell f(x,, x,, ...)
verkniipft mehrere Eingangsgréssen x; mit einer Aus-
gangsgrésse y. Die Kenntnis tiber die Eingangsgréssen
wird durch Wahrscheinlichkeits-Dichteverteilungen g,
reprasentiert. Dabei wird die Standardabweichung einer
Verteilung als Messunsicherheit u(x;) interpretiert. Die
Verteilung einer Eingangsgrosse kann entweder durch
statistische Analyse einer Messreihe (Typ A) oder durch
Erfahrung, Spezifikationen, frilhere Messungen usw.
(Typ B) bestimmt werden. Zur Bestimmung der Unsicher-
heit der Ausgangsgrésse u(y) werden die Varianzen
der Eingangsverteilungen durch ein linearisiertes Modell
hindurch fortgepflanzt. Dadurch ergibt sich die bekannte
Gleichung fiir die Standardunsicherheit der Ausgangs-
grosse:

2 _ 2.2 . _i
u (y)—gciu (x,); c}.—GXi

¢; bezeichnet man als Sensitivititskoeffizienten, die als
partielle Ableitung der Modellfunktion nach den Eingangs-
gréssen berechnet werden. Zur Bestimmung der erweiter-
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ten Messunsicherheit U(y) = k - u(y), das heisst eines
Intervalls mit einem bestimmten Bedeckungsgrad, wird
fiir die Form der Ausgangsgrosse die Annahme gemacht,
dass sie normalverteilt ist. Fiir einen Bedeckungsgrad
von 95 % erhilt man dabei einen Erweiterungsfaktor &
von 1.96.

Die vorangehende Betrachtung ist etwas vereinfacht. Die
Methodik des ISO-GUM erlaubt aber auch die Berticksich-
tigung von Korrelationen zwischen Eingangsgréssen und
die Behandlung statischer Unsicherheiten bei kleinen
Stichproben in der Typ-A-Analyse unter Einbezug des Be-
griffs der Freiheitsgrade.

Entscheidend ist aber vor allem, dass dieser wahrschein-
lichkeitsbasierte Ansatz eine einheitliche Behandlung
systematischer und statistischer Effekte ermoglicht. Auf
diese Art ermittelte Messresultate und deren Unsicher-
heiten sind somit nachvollziehbar, vergleichbar und weiter
verwendbar.

1 Bestimmung der Messunsicherheit nach ISO-GUM.

sich mit Techniken, die fiir die moderne Messunsicherheits-
berechnung von Bedeutung sind und die im Folgenden niher
erldutert werden.

Die Grenzen der Linearitat

Der I1ISO-GUM verwendet bei der Fortpflanzung der Mess-
unsicherheit durch das Modell hindurch eine Naherungs-
methode (Kasten 1), die auf der Linearisierung des Modells
beruht. Die Diagramme 2 zeigen zwei Situationen, in denen
diese Naherung versagt. Im einen Fall wird die genidherte
Unsicherheit der Ausgangsgrésse durch die Nichtlinearitit
des Modells verfilscht. Entscheidend dabei ist nicht die
Nichtlinearitit des Modells allein, sondern die Kombination
mit der Messunsicherheit der Eingangsgrésse. Erst ab einer
gewissen Grosse der Messunsicherheit beginnt sich die
Nichtlinearitit tiberhaupt auszuwirken.

Im anderen Fall fillt der Messpunkt auf einen Extremwert
des Modells. Die Niherung liefert hier — unabhingig vom
Unsicherheitsintervall der Eingangsgrésse —, immer null fir
die Unsicherheit der Ausgangsgrésse, da die Ableitung und
damit der Sensitivititskoeffizient im Extremwert der Funktion
verschwinden.

Im Weiteren beruht die Ndherung darauf, nur die Varianzen
der Eingangsverteilungen fortzupflanzen. Damit geht die
Information tiber die Form der Verteilungen verloren und ent-
sprechend hat man auch keine Kenntnis tber die Verteilung
der Ausgangsgrosse. Zwar ldsst sich die Ausgangsverteilung
aufgrund des zentralen Grenzwertsatzes oder des Prinzips
der maximalen Entropie — je nachdem, welcher statistischen
«Glaubensrichtung» man angehért — als gaussférmig an-
nihern, aber auch hier kann die Nichtlinearitit oder die
Dominanz einer nicht-normalen Eingangsverteilung zu sig-
nifikanten Abweichungen von der Gaussform fiithren. Bei der
Bestimmung der erweiterten Messunsicherheit kann dies
erhebliche Fehler verursachen.

Fortpflanzung von Verteilungen mittels Zufallszahlen

Die oben erwidhnten Probleme liessen sich vermeiden, wenn
man auf die Niherung verzichtete und die Verteilungen der
Eingangsgréssen direkt durch das Modell hindurch fort-
pflanzte. Da es sich hier aber um Verteilungen handelt, ist die
Sache etwas komplizierter. Mathematisch lisst sich diese
Fortpflanzung durch die Markov-Gleichung ausdriicken:
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Dabei bezeichnet g x, ..., x, die kombinierte Wahrschein-

lichkeitsdichteverteilung der Eingangsgréssen, g, die resul-
tierende Verteilung der Ausgangsgrosse, ddie Delta-Funktion

und f'das Messmodell.

Leider ldsst sich dieses Integral nur in wenigen Spezialfillen
analytisch |6sen und man muss auf numerische Methoden
zuriickgreifen. Dabei bietet sich insbesondere das Monte-
Carlo-Verfahren an, das in GUM-S1 propagiert wird.
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2 Die lineare Unsicherheitsfortpflanzung als Standardmethode des GUM liefert in gewissen Situationen unbefriedigende Resultate.
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Fortpflanzung von Verteilungen
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3 Beispiel fiir die Anwendung der Monte-Carlo-Methode.

Monte Carlo hat als Simulationsverfahren eine Tradition in so
unterschiedlichen Gebieten wie Teilchen- und Kernphysik
oder Portfolio-Management. Es handelt sich um eine sto-
chastische Methode, die auf der Durchfiihrung einer grossen
Anzahl von Zufallsexperimenten beruht mit nachfolgender
statistischer Auswertung der Resultate.

Monte Carlo bietet eine numerische Lésung fur Probleme, die
analytisch nicht oder nur sehr aufwindig I6sbar sind.
Die Monte-Carlo-Methode kann sowohl fir rein mathema-
tische Probleme wie die Bestimmung hochdimensionaler
Integrale als auch fiir die Simulation komplexer Prozess-
abliufe eingesetzt werden. Fir die effiziente Anwendung
eines Monte-Carlo-Verfahrens werden ein Computer und
Software benétigt. Zentrales Element ist dabei die Erzeugung
von Zufallszahlen, daher auch der namentliche Bezug
aufs Glucksspiel.

Messunsicherheit

Als einfaches Beispiel wird das Messmodell y =xlxx2 be-
trachtet. Die Eingangsgréssen seien folgenderm3assen
charakterisiert: x, = 1.00, u(x,) = 0.10 (Gaussverteilung),
x, = 1.00, u(x,) = 0.12, (Rechteckverteilung), x; = 1.00,
u(x;) = 0.35 (Rechteckverteilung). Die Histogramme
wurden mit 100 000 lterationen erzeugt. Die Verteilung
der Ausgangsgrésse (Diagramm rechts) ist asymmet-
risch. Eingezeichnet sind Mittelwert und ein Intervall mit
95 % Bedeckungsgrad, das man durch Analyse der Aus-
gangsverteilung gemidss GUM-S1 erhalt. Im Vergleich
dazu das erweiterte Unsicherheitsintervall (k = 2), das
man mittels linearer Unsicherheitsfortpflanzung geméss
ISO-GUM erhilt.
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Fur die Messunsicherheitsberechnung lasst sich Monte
Carlo auf sehr intuitive Weise einsetzen, indem man den
Messvorgang quasi auf virtuelle Art sehr oft wiederholt. Die
Werte der Eingangsgréssen werden dabei entsprechend ihrer
Wahrscheinlichkeits-Dichteverteilungen variiert. Dies ge-
schieht tiber die oben erwdhnten Zufallszahlen. Fir jede
Wiederholung wird aus einem Set von Eingangswerten der
Wert der Ausgangsgrésse berechnet. Dadurch wird all-
mihlich eine Verteilung fiir die Ausgangsgrosse erzeugt.
Diese Verteilung lasst sich direkt statistisch auswerten. Dies
wird in Kasten 3 anhand eines Beispiels dargestellt.

Statistische Analyse der Ausgangsverteilung

Aus der Verteilung der Ausgangsgrésse lassen sich, wie in
Kasten 3 beispielhaft dargestellt, ein Wert fiir die Ausgangs-
grosse und ein Unsicherheitsintervall mit einem bestimmten
Bedeckungsgrad, typischerweise 95 %, bestimmen.
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4 Die Reflexion eines elektrischen Signals an
einem Impedanzsprung wird durch ein Ampli-
tudenverhiltnis und einen Phasensprung cha-
rakterisiert. Diese zweidimensionale Grésse
O kann entweder in Polarkoordinaten oder in
komplexen Koordinaten dargestellt werden.

Dazu wird mittels statistischer Auswertung der Mittelwert
der Verteilung bestimmt und ein Intervall gewihlt, das 95 %
der Flache der Verteilung enthilt.

Bei einer unimodalen, symmetrischen Verteilung fillt der
Mittelwert gerade mit dem Maximum zusammen und das
Unsicherheitsintervall ist symmetrisch beziiglich des Werts
der Ausgangsgrésse. Im Allgemeinen kann die Verteilung
jedoch auch asymmetrisch sein und die Bestimmung des
Unsicherheitsintervalls ist nicht mehr eindeutig. GUM-S1
empfiehlt in diesem Fall, das kiirzeste Intervall zu bestim-
men, und erldutert die Rechenvorschrift dazu.

Das so bestimmte Unsicherheitsintervall ist nicht exakt,
sondern unterliegt statistischen Schwankungen, die von der
Anzahl Iterationen abhingen. GUM-S1 beschreibt ein adap-
tives Verfahren, das — abhingig von der gewiinschten Genau-
igkeit — die bendtigte Anzahl Iterationen automatisch einstellt.

Technische Aspekte der Monte-Carlo-Methode

Bei dieser Vorgehensweise spielt die Erzeugung von Zufalls-
zahlen eine wichtige Rolle. Da der Computer nicht in der
Lage ist, echte Zufallszahlen zu erzeugen, benétigt man dazu
eine Vorschrift, welche die Zufalligkeit mdéglichst gut
simuliert. Ausgehend von einer Startzahl, genannt Seed, wird
bei wiederholter Anwendung dieser Vorschrift eine Zahlen-
reihe erzeugt, deren Elemente méglichst gleichférmig im
Intervall zwischen o und 1 liegen.

Bei der Ubersetzung dieser Vorschrift in Software spricht
man von einem Generator, der Pseudo-Zufallszahlen erzeugt.
Solche Generatoren sind heutzutage Teil jedes Betriebs-
systems und auch vieler Programmpakete. Es existieren ver-
schiedene Algorithmen, die sich in der statistischen Qualitat
(Periodizitat, statistische Gleichférmigkeit in hoheren
Dimensionen) unterscheiden. In GUM-S1 werden namentlich
Algorithmen aufgefiihrt, die den Anforderungen geniigen
und zur Benutzung empfohlen werden. Der Benutzer muss
sich mit dieser Thematik nicht weiter beschiftigen, solange
er sich an die Empfehlung halt.

Fiir die Eingangsgrossen bendétigt man jedoch Verteilungen
unterschiedlicher Position, Breite und Form. Gliicklicherwei-
se existieren etablierte mathematische Methoden, mit denen
sich aus den gleichférmig verteilten Werten, die der Zufalls-
zahlen-Generator erzeugt, samtliche Verteilungen herstellen
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lassen, die fiir die Unsicherheitsberechnung von Bedeutung
sind. GUM-S1 macht detaillierte Angaben zu den relevanten
Rechenvorschriften, es gibt aber auch Programmobliotheken,
in denen diese Methoden bereits implementiert sind.

Ahnlich verhilt es sich mit der Problematik korrelierter Ein-
gangsgrossen. Es gibt eine Methode zur Erzeugung korrelier-
ter, gaussverteilter Gréssen, die auf der Cholesky-Zerlegung
der Kovarianzmatrix beruht, die den Grad der Korrelation be-
stimmt. Auch diese Vorschrift wird im GUM-S1 detailliert
erldutert. Die Erzeugung beliebiger Kombinationen von Rand-
verteilungen mit gewiinschtem Korrelationsgrad hingegen ist
ein kompliziertes Problem, das Gegenstand aktueller
Forschung ist. Man kann aber davon ausgehen, dass in der
Messunsicherheitsberechnung eine solche Situation kaum
zur Anwendung gelangt.

Zum Schluss sei noch auf ein Softwarepaket verwiesen, das
unter der Bezeichnung Measurement Uncertainty Simulation
and Evaluation (MUSE [4]) an der ETH Ziirich entwickelt wird.
Im Rahmen einer Doktorarbeit wird ein Messunsicherheits-
rechner entwickelt, der die Monte-Carlo-Methode anwendet
und sich nach den Empfehlungen von GUM-S1 richtet. Die
entsprechende Software wird auf der Webseite des Projekt-
teams gratis zur Verfligung gestellt.

Mehrdimensionale Messgréssen

Mehrdimensionale Messgréssen sind in vielen Gebieten der
Metrologie von Bedeutung. In der elektrischen Hochfrequenz
beispielsweise werden Phanomene oft mittels Begriffen aus
der Wellenmechanik beschrieben. Illustration 4 zeigt die
Reflexion eines elektrischen Signals an einem Impedanz-
sprung. Die Reflexion wird durch den Anteil der Amplitude,
der reflektiert wird, sowie die relative Phasenlage des reflek-
tierten Signals beschrieben. Die Reflexion ist damit eine zwei-
dimensionale Messgrésse, die entweder in Polarkoordinaten
(mit Amplitude und Phase) oder in komplexen Koordinaten
(mit Real- und Imaginarteil) dargestellt werden kann.

Eng verbunden mit der Messunsicherheitsberechnung mehr-
dimensionaler Messgréssen ist der Begriff der Korrelation.
Sobald Korrelation im Spiel ist, drangt sich eine mehrdimen-
sionale Behandlung auf. Davon sind nicht allein physikalische
Vektorgréssen — wie das bereits erwihnte Beispiel aus der
Hochfrequenz - betroffen, sondern auch skalare
Gréssen, die korreliert sind.



Im 1ISO-GUM wird zwar die Korrelation von Eingangsgréssen
relativ ausfiihrlich behandelt, mehrdimensionale Ausgangs-
grossen werden jedoch nur am Rand erwidhnt. Dem versucht
GUM-S2 Abhilfe zu schaffen, indem — insbesondere auf
der formalen Ebene — neue Konzepte eingefiihrt werden,
die auf den Begriffen der multivariaten Statistik beruhen.
GUM-S2 hilt sich dabei an die Prinzipien des ISO-GUM und
kann als Erweiterung der dort propagierten Methoden
verstanden werden.

GUM-S2 ist zwar noch nicht veréffentlicht worden, doch wer-
den entsprechende Erweiterungen in der Literatur [5-7]
bereits seit einigen Jahren diskutiert, so dass — zumindest in
groben Ziigen — der Inhalt bekannt sein diirfte. Eine entschei-
dende Bedeutung kommt dabei der Verwendung des Vektor-
und Matrizenformalismus zu. In Kasten 5 werden die forma-
len Grundziige der mehrdimensionalen Behandlung der
Messunsicherheit erlautert.

Auch in der mehrdimensionalen Behandlung gibt es eine
Typ-A-Analyse, basierend auf der multivariaten Haufigkeits-
statistik, indem aus einer Serie von Werten eines Mess-
vektors ein Mittelwertsvektor und eine Kovarianzmatrix, die
dann als Typ-A-Unsicherheitsmatrix auftritt, gebildet werden.
Darauf kann hier aus Platzgriinden nicht weiter eingegangen
werden.

Offene Fragen

Eine gewisse Problematik stellt der Begriff der Freiheitsgrade
dar. Der ISO-GUM benutzt Freiheitsgrade und wendet die
Welch-Satterthwaite-Gleichung an, um die beschrénkte sta-
tistische Genauigkeit kleiner Stichproben in der Typ-A-Analy-
se zu berticksichtigen. Zwar existieren Vorschlige, um diese
Begriffe auch auf den mehrdimensionalen Fall zu erweitern
[7], jedoch diirfte zum jetzigen Zeitpunkt noch offen sein, in
welcher Art und ob tiberhaupt diese Methode in GUM-S2
einfliessen wird, zumal das Konzept der Freiheitsgrade in der
Messunsicherheitsberechnung nicht unumstritten ist [8]. Es
ist nicht ausgeschlossen, dass sogar der ISO-GUM {iberar-
beitet und dabei das Konzept der Freiheitsgrade ginzlich
fallen gelassen wird. Offiziell angekiindigt ist dieses Vorha-
ben jedoch noch nicht.

Die im ersten Teil dieses Beitrags diskutierte Monte-Carlo-
Methode ldsst sich auch auf den mehrdimensionalen Fall
anwenden. Die Mdoglichkeit zur Erzeugung korrelierter,
gaussverteilter Eingangsverteilungen wurde bereits erwdhnt
und ist in GUM-S1 beschrieben. Unklar ist jedoch die Be-
handlung mehrdimensionaler Ausgangsverteilungen, die
mittels Monte Carlo erzeugt wurden und eine deutliche Ab-
weichung von der Gaussform zeigen.

Zwar ist es durchaus denkbar, eine Vorschrift zu definieren,
die beispielsweise verlangt, dass mittels numerischer Opti-
mierung das kleinstmégliche Gebiet bei gegebenem Bede-
ckungsgrad bestimmt wird. Es diirfte jedoch schwierig sein,

Messunsicherheit

ein solchermassen bestimmtes Bedeckungsgebiet in kom-
pakter Art und Weise — beispielsweise in einem Zertifikat —,
zu charakterisieren. Hier wird der GUM-S2 kaum umhin kom-
men, eine Kompromisslésung vorzuschlagen.

Der ISO-GUM erhilt Verstirkung

Die Monte-Carlo-Methode, die im GUM-Supplement S1 [2]
vorgestellt wird, vermeidet die Problematik der linearen Un-
sicherheitsfortpflanzung (Nichtlinearitit der Modellgleichung
und Nichtnormalitat der Ausgangsverteilung), indem Vertei-
lungen numerisch fortgepflanzt werden. Es stellt sich die
Frage, ob nicht generell alle Messunsicherheitsberechnungen
nur noch unter Verwendung von Monte Carlo durchgefiihrt
werden sollen.

Zu beachten ist allerdings, dass Monte Carlo im Allgemeinen
aufwindiger in der Anwendung ist und nur mittels Computer
durchgefiihrt werden kann. Ausserdem ist die lineare Un-
sicherheitsfortpflanzung in vielen Fillen véllig gentigend.
Auch ist es beispielsweise umstandlicher, in Monte Carlo ein-
zelne Unsicherheitsbeitrage zu spezifizieren, etwas, das sich
in der linearen Unsicherheitsfortpflanzung tber die Sensiti-
vititskoeffizienten sehr einfach bewerkstelligen ldsst. Des-
halb empfiehlt sich, die Monte-Carlo-Methode nur in begriin-
deten Fillen anzuwenden und sonst in erster Linie zu Vali-
dierungzwecken zu benutzen.

Die mehrdimensionale Behandlung von Messunsicherheiten
beruht vor allem auf einer formalen Erweiterung der Prinzipi-
en des ISO-GUM. Zwar ist GUM-S2 [3] noch nicht veréffent-
licht, doch sind die Grundziige aufgrund der vorhandenen
Literatur im Wesentlichen ersichtlich, wenn es auch noch ein
paar offene Fragen gibt. Zu beachten ist, dass die mehr-
dimensionale Behandlung auch schon bei einfachen Mess-
modellen sehr schnell aufwindig wird und von Hand kaum
mehr zu bewiltigen ist. Jedoch bietet gerade der Vektor-
und Matrizenformalismus eine formale Klarheit, die sich
besonders gut zur Implementierung in Software eignet.
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Vektor- und Matrizenformalismus

Bei der multivariaten Behandlung werden die Mess-
gréssen durch Spaltenvektoren x = (xy, x,, ... x,)"
(Superskript T steht fiir die Transposition) erfasst und
deren Messunsicherheiten durch Matrizen

u(x,x)  u(x,x,) - u(x,x,

u(xy, %) u(x,, %) - u(x,x,)
X = o . o .

u(x,,x) u(x,x) «-- w(x,x,)

Die Elemente der Unsicherheitsmatrix lassen sich folgen-
dermassen darstellen:

u= (6, %) = u (x) u () r (%, x)

r (x; x;) bezeichnet dabei den Korrelationskoeffizienten
zwischen den beiden Elementen x;und x;. Auf der Diago-
nalen der Matrix befinden sich somit die Quadrate der
Standardunsicherheiten der einzelnen Elemente von x
und abseits davon die Information tiber die Korrelation.
In Anlehnung an die Statistik wird die Unsicherheitsmatrix
auch oft Kovarianzmatrix bezeichnet. Unsicherheitsma-
trizen sind immer symmetrisch und positiv definit.

Basierend auf diesen Grundlagen, lasst sich jetzt ein all-
gemeines, mehrdimensionales Messmodell definieren:

o= fl(xp . ’xn)
y=10 | :
Vo = JulHs.ox,)

Dabei werden n Eingangsgréssen auf m Ausgangsgroéssen
abgebildet. Die Unsicherheit des Eingangsvektors sei
durch eine Unsicherheitsmatrix uy charakterisiert und fer-
ner sei die Matrix der Sensitivititskoeffizienten Jiy, die
auch als Jacobi-Matrix bezeichnet wird, bekannt.

% o .. 9
ox, Ox, 0ox,
% &% ... %
A = a_xl a_xz gn
S Su ... Yu
o oy,

Die Unsicherheitsmatrix des Ausgangsvektors uy ldsst
sich dann mittels linearer Unsicherheitsfortpflanzung als
einfache Matrizenmultiplikation berechnen:

Uy =Jix - Uy Jix T(1)

Gleichung (1.1) ist die Verallgemeinerung des linearen
Fortpflanzungsgesetzes, das im ISO-GUM behandelt
wird. Bei der Reduktion auf eine Ausgangsgrosse und
ohne Korrelation der Eingangsgréssen erhilt man den
einfachen skalaren Fall, bei dem sich die Unsicherheits-
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beitrige der Eingangsgréssen im Quadrat addieren (wie
in Kasten 1 dargestellt).

Analog zum skalaren Fall verliert man durch die Niherung
bei der Fortpflanzung die Information tiber die Form der
Ausgangsverteilung. Auch hier nimmt man eine gauss-
formige Verteilung an, nur handelt es sich jetzt um eine
mehrdimensionale Gaussverteilung gy, die durch den Re-
sultatsvektor yo und die Unsicherheitsmatrix uy charakte-
risiert wird.

1 { 1 . T}
g = eXp| =y Yo )u, (y-y
¥ (2”),,, 2 u, 1/ 2( 0) ¥ ( 0) (1.2)

Diese Gleichung bildet den Ausgangspunkt der Bestim-
mung der erweiterten Unsicherheit. Dabei geht es darum,
ein m-dimensionales Gebiet zu bestimmen, das sdamtli-

che Komponenten des Ausgangsvektors simultan mit
einer gewissen Bedeckungswahrscheinlichkeit enthalt.
Eine sinnvolle Wahl fiir die Form dieses Gebietes besteht
darin, Grenzen konstanter Wahrscheinlichkeitsdichte der
Verteilung zu wihlen. Anhand von (1.2) erkennt man, dass
Werte, fiir die gy konstant ist, gegeben sind durch

(y—1yo) uy-! (y—yo)” = konst (1.3).

Diese Gleichung beschreibt ein m-dimensionales Ellipso-
id. Im zweidimensionalen Fall entspricht dies einer Ellip-
se, deren Ausrichtung durch uy bestimmt wird. Im Grenz-
fall mitidentischen Unsicherheiten in allen Komponenten
und in Abwesenheit von Korrelation erhalt man ein kreis-
formiges Gebiet. Korrelation fithrt dazu, dass die Ellipse
geneigt erscheint. Die Konstante in Gleichung (1.3) be-
stimmt die Grosse des elliptischen Gebiets. Aus der mul-
tivariaten Statistik ist bekannt, dass man in diesem Fall
fiir einen gewiinschten Bedeckungsgrad o und eine vor-
gegebene Dimensionalitat m das a-Quantil der Chi-Qua-
drat-Verteilung mit m Freiheitsgraden, x;, ., wahlen muss.
Dabei handelt es sich um eine haufig benutzte Grésse in
der Statistik, die sich in Tabellen nachschlagen l4sst. Bei-
spielsweise erhilt man fir m =2 und a = 0.95 x5 05 =
(2.45)* Im Grenzfall fiir m = 1 erhélt man den bekannten
Erweiterungsfaktor des skalaren Falls x3 05 = (1.96)*.

5 Mehrdimensionale Behandlung der Messunsicherheit.
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L’'ISO-GUM est renforcée

La méthode Monte-Carlo, qui est présen-
tée dans le Supplément 1 [2] du GUM,
évite la problématique de la propagation
linéaire des incertitudes (non linéarité de

la modélisation et non normalité de la
distribution de départ), avec une propaga-
tion des distributions qui se fait par simu-
lation numérique. Il se pose la question :
ne faudrait-il pas appliquer de maniére
générale la méthode Monte-Carlo pour
tous les calculs d'incertitudes de mesure ?

Il faut toujours tenir compte du fait que la
méthode Monte Carlo est généralement
plus compliquée et qu'une simulation
Monte Carlo se fait sur ordinateur. En
outre, la propagation linéaire des incerti-
tudes est tout a fait suffisante la plupart
du temps. Avec la méthode Monte Carlo,
il est plus difficile de spécifier certaines
contributions d’incertitude, ce qui est trés
facile dans la propagation linéaire avec les
coefficients de sensibilité. La méthode
Monte-Carlo ne se justifie donc que dans
des cas spécifiques particuliers ou en tant
que validation des procédures.

Le traitement multidimensionnel des in-
certitudes de mesure repose avant tout sur
une extension formelle des principes de
I'ISO-GUM. Le Supplément 2 [3] du GUM
n’est pas encore publié mais ses bases figu-
rent pour l'essentiel dans les ouvrages de
référence disponibles, quand bien méme il
reste encore quelques questions ouvertes. I/
convient de relever que le traitement mul-
tidimensionnel peut trés vite devenir exi-
geant et compliqué, méme pour des mode-
les de mesure simples et ne se fait plus
guére manuellement. Néanmoins, le for-
malisme vectoriel et matriciel procure une
clarté qui convient particulierement bien
pour la mise en ceuvre d'un logiciel.

Messunsicherheit

L’'ISO-GUM viene rafforzato
Propagando numericamente le distribuzio-
ni, il metodo Monte Carlo, presentato nel
GUM-Supplement S1 [2], evita la proble-
matica della propagazione lineare dell’insi-
curezza (non linearita dell'equazione del
modello e non normalita della distribuzio-
ne iniziale). C'¢ da chiedersi se tutti i calco-
li delle incertezze di misurazione non do-
vrebbero essere eseguiti in maniera
generale solo con il metodo Monte Carlo.

Generalmente, 'applicazione del metodo
Monte Carlo ¢ piti complessa e pud essere
effettuata soltanto mediante computer.
Inoltre in molti casi la propagazione linea-
re dell’insicurezza & del tutto sufficiente. Ad
esempio nel metodo Monte Carlo é pure
pitr difficoltoso specificare i singoli contri-
buti all'insicurezza, cosa che invece nella
propagazione lineare dell’insicurezza pud
essere eseguita molto facilmente mediante
i coefficienti di sensitivita. Si consiglia per-
tanto di applicare il metodo Monte Carlo
soltanto in casi motivati e altrimenti di uti-
lizzarlo anzitutto a fini di convalida.

Il trattamento multidimensionale di incer-
tezze di misurazione é basato soprattutto
su un'estensione formale dei principi
dell’lSO-GUM. E vero che il GUM-S2 [3]
non & ancora stato pubblicato, i tratti fon-
damentali sono pero essenzialmente chiari
in virti della bibliografia disponibile, seb-
bene vi siano ancora un paio di domande
in sospeso. Il trattamento multidimensio-
nale diventa gia molto rapidamente com-
plesso anche in caso di modelli di misura-
zione semplici e non puo praticamente piii
essere portato a termine senza l'aiuto di
computer. Tuttavia proprio il formalismo
vettoriale e matriciale offre una chiarezza
formale, che si presta particolarmente be-
ne ad essere implementata in un software.
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The ISO-GUM gets a boost

The Monte Carlo Method, introduced in
GUM Supplement S1 [2], avoids the prob-
lem of linear uncertainty propagation (non-
linearity of the model equation and disnor-
mality of the output distribution), in that
distributions are numerically propagated.
This poses the question as to whether all
measurement uncertainty calculations
should only be carried out using the Monte
Carlo method as a general principle.

The Monte Carlo method is generally
more time-consuming in use and can only
be carried out on a computer. Apart from
that, linear uncertainty propagation is
perfectly adequate in a great number of
cases. Moreover, specifying individual un-
certainty contributions, for example, is a
more laborious procedure in the Monte
Carlo method. This is a task that can be
accomplished very easily in the linear un-
certainty propagation through the sensi-
tivity coefficients. It is therefore advisable
only to use the Monte Carlo method in
Justified cases and otherwise use it prima-
rily for validation purposes.

The multidimensional treatment of mea-
surement uncertainties is based first and
foremost on a formal expansion of the prin-
ciples contained in 1SO-GUM. Although
GUM-S2[3] is yet to be published, the main
features are largely clear from the available
literature, even though a number of issues
are yet to be resolved. It should be born in
mind that the multidimensional treatment
can rapidly become extremely time-con-
suming and barely capable of being dealt
with manually, even for simple measure-
ment models. Nevertheless, vector and
matrix formalism in particular offer a for-
mal clarity that lends itself particularly well
to software implementation.
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